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基于比率依赖的两种群捕食者
—食饵系统的随机模型的渐近性质

史　超１，谭　杨２，郭子君１

（１．华南农业大学应用数学研究所，广东 广州 ５１０６４２；
２．铜仁职业技术学院，贵州 铜仁 ５５４３００）

摘　要：在考虑有随机干扰的情况下，对基于比率依赖的两种群捕食者－食饵系统的性质进行了研究。首先通
过随机微分方程理论建立此系统的随机模型，并利用构造Ｖ函数，结合停时、常用不等式、Ｉｔ^ｏ公式等技巧和方
法对此系统的性质进行了讨论。最后，在假设条件下，得到了基于比率依赖的两种群捕食者 －食饵系统的随机
最终有界、解的渐近矩估计和轨道估计等性质。
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　　生物种群的状态特征分析是数学生态学的中心
工作之一。在数学生态学的研究中，种群的持续生

存一直以来都是一个很受关注的重要问题。自从

Ｌｏｔｋａ和 Ｖｏｌｔｅｒｒａ提出标准的两种群 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ
系统

ｄｘ１（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ１（ｔ）（ｂ１＋ａ１１ｘ１（ｔ）＋ａ１２ｘ２（ｔ）），

ｄｘ２（ｔ）
ｄｔ ＝ｘ２（ｔ）（ｂ２＋ａ２１ｘ１（ｔ）＋ａ２２ｘ２（ｔ{ ））

（１）
以来，已经有很多学者对此进行了大量的研究，并

得到了很多研究成果。对于这个系统，如果其中的

ａ１２＞０，ａ２１＜０，这就是标准的ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ型捕

食者—食饵系统。近年来根据生物学和生理学中研

究的数据表明：一个合乎实际且一般的捕食者—食

饵系统模型应基于 “比率依赖”理论。所谓 “比

率依赖”是指捕食者种群的平均增长率应与食饵

种群密度及捕食者种群密度之比的函数有关。基于

比率依赖的捕食者—食饵系统模型越来越受到数学

生态学工作者的重视，在文 ［１］中 Ａｒｄｉｔｉ和
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Ｇｉｎｚｂｕｒｇ最早研究了基于比率依赖的捕食者 －食饵
系统模型，在文 ［２］中研究了基于比率依赖的具
时滞的捕食者 －食饵系统解的周期性，在文 ［３］
中研究了在有时滞的情况下两种群基于比率依赖的

捕食者－食饵系统的全局稳定性和持续生存的条
件，而文 ［４］则研究了在有时滞的情况下多种群
基于比率依赖的捕食者－食饵系统的全局稳定性和
持续生存的条件。

一般地，种群系统所处的环境是随机变化的，

环境中的许多因素都随时间的改变而随机地变化，

种群系统状态也就会受到环境随机噪声的影响。因

此我们必须考虑种群系统所处环境的随机性，随机

微分方程理论给我们提供了随机环境下两种群捕食

者－食饵系统分析的重要理论基础。文献 ［５］研
究了随机ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ模型的性质，文 ［６］研究
了环境噪声下两种群系统的稳定性和有界性，文

［７］研究了在有时滞的情况下随机捕食者 －食饵
系统的全局正解、随机最终有界等性质，文 ［８］
研究了在有时滞的情况下随机多种群系统的全局正

解、随机最终有界和渐近稳定等性质。在文 ［９］
中，我们研究了基于比率依赖的两种群捕食者－食
饵的随机系统，得到了全局正解和解的有界性。到

目前为止，还没有文献涉及到基于比率依赖的随机

两种群捕食者－食饵系统解的渐近性质。
在本文中，我们运用随机微分方程的理论来讨

论随机环境下基于比率依赖的两种群捕食者－食饵
系统解的几个渐近性质。

１　基础知识
给定装有滤子｛ ｔ｝ｔ≥０的完备概率空间（Ω，，

｛ ｔ｝ｔ≥０，Ｐ）（满足通常条件｛ ｔ｝ｔ≥０右连续且 ０包

含所有Ｐ－零测集），种群系统所处环境的随机性
用概率空间上的一维Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动ｗ（ｔ）来表示。当
Ａ是向量或者矩阵时，ＡΤ 表示其转置， Ａ ＝

ｔｒａｃｅ（ＡΤＡ槡 ），记Ｒ２＋＝｛ｘ∈Ｒ
２：ｘ１＞０，ｘ２＞０｝。考

虑如下基于比率依赖的两种群捕食者—食饵随机模型

ｄｘ１（ｔ）＝ｘ１（ｔ）（ａ－ｂｘ１（ｔ）－
ｃｘ２（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
ｄｔ＋

ｘ１（ｔ）（σ１１ｘ１（ｔ）＋σ１２ｘ２（ｔ））ｄｗ（ｔ），

ｄｘ２（ｔ）＝ｘ２（ｔ）（－ｄ＋
ｐｘ１（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）ｄｔ＋　　

ｘ２（ｔ）（σ２１ｘ１（ｔ）＋σ２２ｘ２（ｔ））ｄｗ（ｔ















）

（２）

其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｐ，ｍ为正常数，σ＝ σ( )
ｉｊ２×２是随机噪

声密度系数矩阵。为讨论随机干扰对种群系统的影

响，假设 （Ｈ１）σ１１＞０，σ２２＞０，σ１２≥０，σ２１≥０。
在文献 ［９］中，我们证明了关于模型 （２）解的
存在唯一性的如下定理。

定理 １　假设 （Ｈ１）成立，ｘ（０）＝（ｘ１（０），
ｘ２（０））∈Ｒ

２
＋，则随机微分方程 （２）存在唯一整

体解ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）），并且依概率１有 ｘ（ｔ）
∈Ｒ２＋，ｔ≥０。

在模型 （２）中，若取
ａ＝０１，ｂ＝００５，ｃ＝００２，ｍ＝０４，ｄ＝

００８，ｐ＝００１，σ１１ ＝００１，σ１２ ＝００２，σ２１ ＝
００２，σ２２ ＝００１，易验证假设条件 （Ｈ１）成立，
取初值ｘ（０）＝（ｘ１（０），ｘ２（０））＝（５，５），步长Δｔ
＝０００１，ｘ１（ｔ）和 ｘ２（ｔ）的轨道模拟图如图１所
示。

图１　假设 （Ｈ１）下模型的全局解的轨道模拟

Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｐａｔｈｗｉｓｅｏｆｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）
ｕｎｄｅｒｔｈｅｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ（Ｈ１）

定理１和图１都说明了系统 （２）中所研究生
物种群受到随机环境干扰时，不论这个干扰多么

小，模型 （２）都不会出现爆炸解。

２　随机最终有界
在本节中，我们将讨论系统 （２）的随机最终

有界性质。首先我们给出随机最终有界的定义［８］：

定义２　称系统 （２）为随机最终有界的，如
果对任意的 ε∈ （０，１），存在一个正常数 Ｈ ＝
Ｈ（ε），使得对于任意给定的初始值 ｘ（０）∈ Ｒ２＋，
模型 （２）的解ｘ（ｔ）满足

８６
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ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

Ｐ｛ｘ（ｔ）≤Ｈ｝≥１－ε

随机最终有界说的是种群规模在大概率下低于某个

值，不会发生爆发。下面给出它的证明。

引理３　假设 （Ｈ１）成立，对 θ∈ （０，１），
模型 （２）的解满足ｌｉｍ

ｔ→∞
ｓｕｐΕ ｘ（ｔ）θ≤Ｋ，其中Ｋ

是与θ有关的正常数。
证明　定义Ｖ（ｘ（ｔ））＝ｘθ１（ｔ）＋ｘθ２（ｔ）。由Ｉｔ^ｏ

公式得

ｄＶ（ｘ（ｔ））＝［θｘθ１（ｔ）（ａ－ｂｘ１（ｔ）－
ｃｘ２（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋

１
２θ（θ－１）ｘ

θ
１（ｔ）（σ１１ｘ１（ｔ）＋σ１２ｘ２（ｔ））

２＋

θｘθ２（ｔ）（－ｄ＋
ｐｘ１（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋

１
２θ（θ－１）ｘ

θ
２（ｔ）（σ２１ｘ１（ｔ）＋σ２２ｘ２（ｔ））

２］ｄｔ＋

∑
２

ｉ＝１
θｘθｉ（ｔ）∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｔ）ｄｗ（ｔ） （３）

再次使用Ｉｔ^ｏ公式得
ｄ［ｅｔＶ（ｘ（ｔ））］＝ｅｔＶ（ｘ（ｔ））ｄｔ＋ｅｔｄＶ（ｘ（ｔ））＝

［ｅｔ（ＬＶ（ｘ（ｔ））＋Ｖ（ｘ（ｔ）））］ｄｔ＋

ｅｔ∑
２

ｉ＝１
θｘθｉ（ｔ）∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｔ）ｄｗ（ｔ） （４）

其中：

ＬＶ（ｘ（ｔ））＝θｘθ１（ｔ）（ａ－ｂｘ１（ｔ）－
ｃｘ２（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋

１
２θ（θ－１）ｘ

θ
１（ｔ）（σ１１ｘ１（ｔ）＋σ１２ｘ２（ｔ））

２＋

θｘθ２（ｔ）（－ｄ＋
ｐｘ１（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋

１
２θ（θ－１）ｘ

θ
２（ｔ）（σ２１ｘ１（ｔ）＋σ２２ｘ２（ｔ））

２ （５）

ＬＶ（ｘ（ｔ））＋Ｖ（ｘ（ｔ））＝θｘθ１（ｔ）（ａ－ｂｘ１（ｔ）－
ｃｘ２（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋

１
２θ（θ－１）ｘ

θ
１（ｔ）（σ１１ｘ１（ｔ）＋σ１２ｘ２（ｔ））

２＋

θｘθ２（ｔ）（－ｄ＋
ｐｘ１（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）＋１２θ（θ－１）ｘ

θ
２（ｔ）

（σ２１ｘ１（ｔ）＋σ２２ｘ２（ｔ））
２＋ｘθ１（ｔ）＋ｘθ２（ｔ）≤ｋ

（６）
对每个整数ｎ≥ ｘ（０） ，定义停时 ρｎ ＝ｉｎｆ｛ｔ∈
Ｒ＋：ｘ（ｔ）≥ｎ｝，

于是有

Ε（ｅｔＶ（ｘ（ｔ∧ρｎ）））＝Ｖ（ｘ（０））＋

Ε∫
ｔ∧ρｎ

０
ｅｓ（ＬＶ（ｘ（ｓ））＋Ｖ（ｘ（ｓ）））ｄｓ （７）

由式 （６） －（７）得
ｅｔΕ（Ｖ（ｘ（ｔ∧ρｎ）））≤Ｖ（ｘ（０））＋ｋｅ

ｔ （８）
令ｎ→∞得

ｅｔΕ（Ｖ（ｘ（ｔ）））≤Ｖ（ｘ（０））＋ｋｅｔ

两边同时除以ｅｔ，得
ΕＶ（ｘ（ｔ））≤Ｖ（ｘ（０））ｅ－ｔ＋ｋ

对任意的ｘｉ＞０（ｉ＝１，２），有
（ｘ２１＋ｘ

２
２）
θ／２≤２θ／２ｍａｘ（ｘθ１，ｘθ２）≤２θ

／２Ｖ（ｘ（ｔ））
得

Εｘ（ｔ）θ≤２θ／２ΕＶ（ｘ（ｔ））≤２θ／２Ｖ（ｘ（０））ｅ－ｔ＋２θ／２ｋ
于是有

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｓｕｐΕ ｘ（ｔ）θ≤２θ／２ｋ＝Ｋ （９）

定理４　假设 （Ｈ１）成立，则模型 （２）的解
满足ｌｉｍｓｕｐ

ｔ→∞
Ｐ ｘ（ｔ）≤{ }Ｈ≥１－ε。

证明　在引理３中令θ＝１／２，存在Ｍ＞０使
得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

Ｅ（ ｜ｘ（ｔ）槡 ｜）≤Ｍ （１０）

对任意的ε＞０，令 Ｈ＝Ｍ２／ε２，则由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
不等式有

Ｐ ｘ（ｔ）{ }＞Ｈ≤
Ｅ（ ｘ（ｔ槡 ））

槡Ｈ
（１１）

于是

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

Ｐ｛ｘ（ｔ） ＞Ｈ｝≤
Ｍ

槡Ｈ
＝ε

即

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

Ｐ ｘ（ｔ）≤{ }Ｈ≥１－ε （１２）

证毕。

由引理３和定理４可称系统 （２）是随机最终
有界的。

３　渐近矩估计
由于无法获得解析解，渐近矩估计说明的是解

的平均值 （相对时间ｔ）的变化特征。
对于模型 （２），我们有关于渐近矩估计定理

如下。

定理５　假设 （Ｈ１）成立，对于任给的 θ∈
（０，１），都存在一个正常数 Ｋθ，使得对任给的初
值 ｘ（０）∈ Ｒ２＋，模型 （２）的解满足 ｌｉｍｓｕｐ

ｔ→∞

１
ｔＥ［∫

ｔ

０∑
２

ｉ＝１
ｘ２＋θｉ （ｓ）ｄｓ］≤Ｋθ。

证明　在式 （３）中，容易得

θｘθ１（ｔ）（ａ－ｂｘ１（ｔ）－
ｃｘ２（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）≤ａθｘθ１（ｔ）

（１３）

９６
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θｘθ２（ｔ）（－ｄ＋
ｐｘ１（ｔ）

ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）
）≤

ｐθｘ１（ｔ）ｘθ２（ｔ）
ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）

（１４）

∑
２

ｉ＝１
θ（１－θ）ｘθｉ（ｔ）（∑

２

ｊ＝１
ｘｊ（ｔ）σｉｊ）

２≥

∑
２

ｉ＝１
θ（１－θ）ｘ２＋θｉ （ｔ）σ２ｉｉ （１５）

由式 （１３） －（１５）得

ｄＶ（ｘ（ｔ））≤［ａθｘθ１（ｔ）＋
ｐθｘ１（ｔ）ｘθ２（ｔ）
ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）

－

１
２∑

２

ｉ＝１
θ（１－θ）ｘ２＋θｉ （ｔ）σ２ｉｉ］ｄｔ＋

∑
２

ｉ＝１
θｘθｉ（ｔ）∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｔ）ｄｗ（ｔ） （１６）

由于多项式ａθｘθ１（ｔ）＋
ｐθｘ１（ｔ）ｘθ２（ｔ）
ｍｘ２（ｔ）＋ｘ１（ｔ）

－１４∑
２

ｉ＝１
θ（１

－θ）ｘ２＋θｉ （ｔ）σ２ｉｉ有一个正的上界 Ｋ，改写不等式
（１６）并在两边同时积分得

Ｖ（ｘ（ｔ））＋１４θ（１－θ））∫
ｔ

０∑
２

ｉ＝１
ｘ２＋θｉ （ｓ）σ２ｉｉｄｓ≤

Ｖ（ｘ（０））＋∫
ｔ

０
Ｋｄｓ＋Ｍ（ｔ） （１７）

其中Ｍ（ｔ）＝θ∫
ｔ

ｏ∑
２

ｉ＝１
ｘθｉ（ｓ）∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｓ）ｄｗ（ｓ）是一个

实值连续的局部鞅，且Ｍ（０）＝０。在式 （１７）两
边取期望得到

Ｅ［∫
ｔ

０∑
２

ｉ＝１
ｘ２＋θｉ （ｓ）ｄｓ］≤

４
σ^θ（１－θ）

（Ｖ（ｘ（０））＋Ｋｔ）

（１８）
其中 σ^＝ｍｉｎ｛σ２ｉｉ，１≤ｉ≤２｝。

两边同时除以ｔ得到
１
ｔＥ［∫

ｔ

０∑
２

ｉ＝１
ｘ２＋θｉ （ｓ）ｄｓ］≤

４
σ^θ（１－θ）ｔ

（Ｖ（ｘ（０））＋Ｋｔ） （１９）

则有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
ｔＥ［∫

ｔ

０∑
２

ｉ＝１
ｘ２＋θｉ （ｓ）ｄｓ］≤

４Ｋ
σ^θ（１－θ）

＝Ｋθ

（２０）
因此得证。

４　轨道估计
由于无法获得解析解，轨道估计说明的是依概

率１下，解 （轨道）（相对时间 ｔ）的变化特征。
对于模型 （２），我们有关于轨道估计定理如下。

定理６　假设 （Ｈ１）成立，对于任给的初值

ｘ（０）∈Ｒ２＋，有ｌｉｍｓｕｐｔ→∞

ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
ｘｉ（ｔ））

ｌｎ（ｔ） ≤２ａｓ。

证明　对每个 ｉ＝１，２，当 γ ＞０时对
ｅγｔｌｎ（ｘｉ（ｔ））应用Ｉｔ^ｏ公式并积分，有

ｅγｔｌｎ（ｘ１（ｔ））＝ｌｎ（ｘ１（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［ａ－ｂｘ１（ｓ）－

ｃｘ２（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１２（∑
２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ１（ｓ））ｄｓ＋Ｍ１（ｔ） （２１）

ｅγｔｌｎ（ｘ２（ｔ））＝ｌｎ（ｘ２（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［－ｄ＋

ｐｘ１（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１２（∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ２（ｓ））ｄｓ＋Ｍ２（ｔ） （２２）

其中Ｍｉ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ｅγｓ∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｓ）ｄｗ（ｓ）（ｉ＝１，２）是实

值连续的局部鞅，且Ｍ（０）＝０，其二次变差过程
为

＜Ｍｉ（ｔ），Ｍｉ（ｔ）＞＝∫
ｔ

０
ｅ２γｓ（∑

２

ｊ＝１
σｉｊｘｊ（ｓ））

２ｄｓ

给定任意的ε∈（０，１）和θ＞１，对于每一个
正数ｋ≥１，根据指数鞅不等式有

Ｐ｛ｓｕｐ
０≤ｔ≤ｋ
［Ｍｉ（ｔ）－

ε
２ｅ

－γｋ·

＜Ｍｉ（ｔ），Ｍｉ（ｔ）＞］＞
θｅγｋ

ε
ｌｎｋ｝≤ １

ｋθ

由 ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理可知，存在 Ωｉ Ω满足
Ｐ（Ωｉ）＝１，（ｉ＝１，２）且对任意的ω∈Ωｉ能找到
一个整数ｋｉ＝ｋｉ（ω）（ｉ＝１，２）使得，对所有的０≤
ｔ≤ｋ和ｋ≥ｋｉ（ω）有

Ｍｉ（ｔ）≤
ε
２ｅ

－γｋ ＜Ｍｉ（ｔ），Ｍｉ（ｔ）＞＋
θｅγｋ

ε
ｌｎｋ

则方程 （２１）－（２２）可变为

ｅγｔｌｎ（ｘ１（ｔ））≤ｌｎ（ｘ１（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［ａ－ｂｘ１（ｓ）－

ｃｘ２（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１２（∑
２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ１（ｓ））ｄｓ＋

ε
２ｅ

－γｋ∫
ｔ

０
ｅ２γｓ（∑

２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２ｄｓ＋θｅ
γｋ

ε
ｌｎｋ（２３）

ｅγｔｌｎ（ｘ２（ｔ））≤ｌｎ（ｘ２（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［－ｄ＋

ｐｘ１（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１２（∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

０７
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γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ２（ｓ））ｄｓ＋

ε
２ｅ

－γｋ∫
ｔ

０
ｅ２γｓ·

　　　　（∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２ｄｓ＋θｅ
γｋ

ε
ｌｎｋ （２４）

对于任意的ω∈Ωｉ（ｉ＝１，２），当０≤ｔ≤ｋ和ｋ≥
ｋｉ（ω）（ｉ＝１，２）时，式 （２３） － （２４）可以改写
成

ｅγｔｌｎ（ｘ１（ｔ））≤ｌｎ（ｘ１（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［ａ－ｂｘ１（ｓ）－

ｃｘ２（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１－εｅ
－γ（ｋ－ｓ）

２ （∑
２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ１（ｓ））ｄｓ＋

θｅγｋ

ε
ｌｎｋ （２５）

ｅγｔｌｎ（ｘ２（ｔ））≤ｌｎ（ｘ２（０））＋∫
ｔ

０
ｅγｓ［－ｄ＋

ｐｘ１（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－１－εｅ
－γ（ｋ－ｓ）

２ （∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２］ｄｓ＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓｌｎ（ｘ２（ｓ））ｄｓ＋

θｅγｋ

ε
ｌｎｋ （２６）

令Ω０ ＝∩
２
ｉ＝１Ωｉ，显然有 Ｐ（Ω０）＝１，而且对于

任意的 ω∈ Ω０，当 ０≤ ｔ≤ ｋ和 ｋ≥ ｋ０（ω）＝
ｍａｘｋｉ（ω）：１≤ｉ≤{ }２ 时，由式 （２５） － （２６）
可得出

ｅγｔ∑
２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（ｔ））≤∑

２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（０））＋

γ∫
ｔ

０
ｅγｓ∑

２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（ｓ））ｄｓ＋

２θｅγｋ

ε
ｌｎｋ＋

∫
ｔ

０
ｅγｓ｛ａ－ｂｘ１（ｓ）－

ｃｘ２（ｓ）－ｐｘ１（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－ｄ－

１－εｅ－γ（ｋ－ｓ）
２ ［（∑

２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２＋（∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２］｝ｄｓ

存在正常数Ｋ，使

ａ－ｂｘ１（ｓ）－
ｃｘ２（ｓ）－ｐｘ１（ｓ）
ｍｘ２（ｓ）＋ｘ１（ｓ）

－ｄ－

１－εｅ－γ（ｋ－ｓ）
２ ［（∑

２

ｊ＝１
σ１ｊｘｊ（ｓ））

２＋（∑
２

ｊ＝１
σ２ｊｘｊ（ｓ））

２］＋

γ∑
２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（ｓ））≤Ｋ

对任意的ｘ∈Ｒ２＋，当０≤ｔ≤ｋ和ｋ≥ｋ０（ω）时，
我们有

ｅγｔ∑
２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（ｔ））≤∑

２

ｉ＝１
ｌｎ（ｘｉ（０））＋

Ｋ
γ
ｅγｔ－Ｋ

γ
＋２θｅ

γｋ

ε
ｌｎｋ （２７）

因此，对于任意给定的ω∈Ω０，如果ｋ－１≤
ｔ≤ｋ和ｋ≥ｋ０（ω）

ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））

ｌｎ（ｔ） ≤ １
ｌｎ（ｋ－１）［ｅ

－γ（ｋ－１）·

ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（０）））＋

Ｋ
γ
＋２θｅ

γ

ε
ｌｎｋ］ （２８）

则

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））

ｌｎ（ｔ） ≤２θｅ
γ

ε
（２９）

令ε→１，θ→１和γ→０，有ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））

ｌｎ（ｔ）
≤２ａｓ．。因此得证。

在模型 （２）中，取两组值，
第一组值：ａ＝００８，ｂ＝００３，ｃ＝００２，ｍ＝

００２，ｄ＝００３，ｐ＝００１，σ１１ ＝００２，σ１２ ＝００１，
σ２１ ＝００３，σ２２ ＝００２５；

第二组值：ａ＝０１，ｂ＝００５，ｃ＝００２，ｍ ＝
０４，ｄ＝００８，ｐ＝００１，σ１１＝００１，σ１２＝０，σ２１＝
０，σ２２ ＝００１，

易验证两组值都能使假设条件 （Ｈ１）成立，
取初值ｘ（０）＝（ｘ１（０），ｘ２（０））＝（３，３），步长Δｔ＝

０００１，在这两组值下有
ｌｎ（∏

２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））

ｌｎ（ｔ） 的轨道模

拟图如图２所示。

图２　假设 （Ｈ１）下ｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））／ｌｎ（ｔ）轨道模拟

Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｐａｔｈｗｉｓｅｏｆｌｎ（∏
２

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）））／ｌｎ（ｔ）

ｕｎｄｅｒｔｈｅｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ（Ｈ１）

１７
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